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Resumen
En el presente trabajo de investigacio´n, se analiza cualitativamente un Modelo Matema´tico SI con Dina´mi-
ca vital Estrucurado por Sexo desarrollado mediante las ecuaciones diferenciales ordinarias (transmisio´n
de contagio es instanta´neo), y tambie´n desarrollado por las ecuaciones diferenciales con retardo (transmi-
sio´n de contagio se da despue´s de un cierto periodo de tiempo), donde se proponen teoremas de Estabilidad
Local y Asinto´tica para el punto libre de infeccio´n de ambos modelos, respectivamente. Los modelos permi-
ten una concepcio´n matema´tica de la dina´mica de la enfermedad, y permitirı´an realizar una mejor previsio´n
a las instituciones nacionales, de manera particular a la Direccio´n General de Epidemiologı´a debido que es
el encargado de realizar las actividades de previsio´n y de control de la enfermedad que sera´n considerados
como polı´ticas pu´blicas por el Ministerio de Salud.
Palabras clave. Epidemiologı´a Matema´tica. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Ecuaciones Diferenciales con
Retardo. Puntos Estacionarios. Estabilidad Local. Estabilidad Asinto´tica.
Abstract
In the present work, a Basic Model SI with Vital Dynamics Structured by Gender developed by the Ordi-
nary Differential Equations (Transmission of contagion is instantaneous), and also developed in the Delay
Differential Equations (Transmission of contagion occurs after a certain period of time), where the Local
and Asymptotic Stability Theorem is proposed The Free of Infection point for both models, respectively.
Keywords. Mathematical Epidemiology. Ordinary Differential Equations. Delay Differential Equations. Statio-
nary Points. Local stability. Asintotic Estability.
1. Introduccio´n. El presente modelo que se desarrollara´ en E.D.O. es una perturbacio´n inicial del
Modelo de W. O. Kermack y A. G. McKendrick (1927), que en su tiempo permitio´ encontrar senderos en la
investigacio´n epidemiolo´gica [10]. Despue´s se propuso´ una nueva perturbacio´n extendiendo el modelo para
considerar las poblaciones estructuradas por sexo [7], con lo cual brindaba una percepcio´n ma´s amplia del
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problema epidemiolo´gico por lo cual es necesario analizarlo matema´ticamente. Luego, se realizo´ el ana´lisis
de la existencia y unicidad de las soluciones con su respectivo teorema de estabilidad local en [8,11].
En el presente trabajo, se presentara´ el Teorema de Estabilidad Local para el Modelo mediante las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, para despue´s presentar y demostrar el Teorema de Estabilidad Ab-
soluta para el Modelo mediante las Ecuaciones Diferenciales con Retardo. La relacio´n entres estos dos
teoremas consistira´ que poseen la misma hipo´tesis, pero nos brindara´ la estabilidad que corresponde a cada
sistema desarrollado. Donde epidemiolo´gicamente el sistema en E.D.O. representa la dina´mica de trans-
misio´n de una enfermedad infecciosa, donde se considerara´ que despue´s del contagio se puede transmitir
instanta´neamente la enfermedad. [7,8].
Muchas de las enfermedades infecciosas poseen un periodo de incubacio´n, o tambie´n llamado periodo
latente, antes de poder transmitir la enfermedad, por lo cual se estudia un Sistema en E.D.R., que mediante el
coeficiente de retardo representa muy bien el periodo latente de la enfermedad. En el Modelo representado
mediante E.D.O., se considera el ingreso constante de individuos no susceptibles (poblacio´n que no ha
iniciado su vida sexual activa) a la poblacio´n susceptible correspondiente. Se considera la salida de la
poblacio´n susceptible mediante la tasa de mortalidad natural para cada poblacio´n de Infectados (Hombres
y Mujeres), y a la vez tambie´n se considera la salida de la poblacio´n de los infectados mediante la tasa de
mortalidad tanto por la epidemia como la natural para cada poblacio´n de Infectados (Hombres y Mujeres).
[1,2,3,4,5,8,9,10,11].
2. Modelo SI con Dina´mica Vital en E.D.O.. En esta seccio´n, nos centraremos en detallar breve-
mente los Resultados obtenidos de la Tesis de Licenciatura: ”Modelo Matema´tico de la Dina´mica de Trans-
misio´n del VIH/SIDA en una Poblacio´n Heterosexual Activa en el Peru´”, que describe la problema´tica de
la Epidemia del VIH/SIDA. [7].
El Modelo Matema´tico SI con Dina´mica Vital Estructurado por Sexo sera´ desarrollado mediante las
E.D.O., donde se representara´ como un sistema de cuatro ecuaciones. Se considerara´ las poblaciones Epi-
demiolo´gicas (Susceptibles e Infectados) y ambas Estructuradas por el sexo (Hombres y Mujeres). [6,7,8].
Consideraremos la interaccio´n entre las poblaciones sexualmente activas, u´nicamente heterosexual. El
contagio se realizara´ mediante la vı´a sexual (97 % de contagio por este medio). Tambie´n se incluira´ las
tasas de mortalidad natural y por la enfermedad para cada poblacio´n Infectada. El ingreso de la poblacio´n
No susceptible (individuos que no se inician sexualmente) permitira´ el aumento de la poblacio´n Susceptible
lo que generalmente sucede dentro de la sociedad. [6,7,8].
Consideraremos las Tasas de Supervivencia Epidemiolo´gicas:
* RHS =
σhHNS
µ : Tasa de Supervivencia de Susceptibles Hombres.
* RMS =
σmMNS
µ : Tasa de Supervivencia de Susceptibles Mujeres.
* RHI =
βh
α+µ : Tasa de Supervivencia de Infectados Hombres.
* RMI =
βm
ε+µ : Tasa de Supervivencia de Infectadas Mujeres.
En la siguiente Tabla donde se describe las Variables y los para´metros de nuestro Modelo. Y, las dina´mi-
cas que se tendra´n en cuenta en el modelo son la esencia del modelo debido que intervienen la interaccio´n
entre variables que representara´n los supuestos ya mencionados. [7,8].
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Variables Descripcio´n Valor
S′h Cantidad de Susceptibles Hombres por unidad de Tiempo
I ′h Cantidad de Infectados Hombres por unidad de Tiempo
HNS Cantidad de Individuos Hombres NO Susceptibles 2,0 (Miles)
Sh Cantidad de Individuos Susceptibles Hombres 1,0 (Miles)
Ih Cantidad de Individuos Infectados Hombres 0,2 (Miles)
S′m Cantidad de Susceptibles Hombres por unidad de Tiempo
I ′m Cantidad de Infectados Hombres por unidad de Tiempo
MNS Cantidad de Individuos Mujeres NO Susceptibles 2,0 (Miles)
Sm Cantidad de Individuos Susceptibles Mujeres 1,2 (Miles)
Im Cantidad de Individuos Infectados Mujeres 0,2 (Miles)
Para´metros Descripcio´n Valor ( %)
σh Tasa de ingreso de los Hombres por unidad de Tiempo 0,015
σm Tasa de ingreso de las Mujeres por unidad de Tiempo 0,010
βh
Tasa de contagio de una Mujer Susceptible por un Hombre
Infectado por unidad de Tiempo 0,20
βm
Tasa de contagio de un Hombre Susceptible por una Mujer
Infectada por unidad de Tiempo 0,25
µ Tasa de mortalidad natural por unidad de Tiempo 0,04
α
Tasa de mortalidad por la epidemia en los Hombres Infectados
por unidad de Tiempo 0,03
ε
Tasa de mortalidad por la epidemia en las Mujeres Infectadas
por unidad de Tiempo 0,03
τ Coeficiente de Retardo Constante (Discreto) 5
2.1. Modelo Matema´tico. El coeficiente de la Estrategia de Control ($) sera´ un dato estadı´stico el
cual determinara´ el indice de proteccio´n que se tiene, este coeficiente estara´ entre [0, 1]. Por comodidad se
utilizara´ el valor w, pues en sı´, la estrategia de control sera´ de la siguiente manera: w = 1−$. Donde $ es
el coeficiente de Efectividad de la Estrategia de Control. Esto mostrara´ que cuando no haya una estrategia
de control $ = 0, el valor de w = 1; brindando un Modelo Matema´tico sin control, es decir, no se toma
ninguna medida para intentar disminuir el contagio de la enfermedad, por ende si$ = 1, el valor de w = 0,
lo que indicarı´a que la Estrategia de Control es completamente efectiva al 100 %. [7,8].
A continuacio´n el sistema de ecuaciones que representara´ el modelo matema´tico mediante las Ecua-




S′h = σhHNS − wβmImSh − µSh
I ′h = wβmImSh − αIh − µIh
S′m = σmMNS − βhIhSm − µSm
I ′m = βhIhSm − εIm − µIm
Sh(0) = S
h
o ≥ 0 ; Ih(0) = Iho ≥ 0
Sm(0) = S
m
o ≥ 0 ; Im(0) = Imo ≥ 0
0 < α, βm, βh, σh, σm, ε, µ, w < 1
2.2. Estado de Equilibrio del Modelo. Para la ecuacio´n (1), consideraremos que existe y tiene solu-
cio´n u´nica [7]. Por lo cual, ahora garantizaremos la estabilidad del modelo matema´tico, en primer lugar se
hallara´ los puntos crı´ticos del Modelo matema´tico, representado por un sistema de ecuaciones igualados a
cero, y desarrollando el sistema obtendremos el Punto Libre de Infeccio´n y el Punto Ende´mico.










Neisser Pino and Roxana Lopez.- Selecciones Matema´ticas. 04(02): 202-210 (2017) 205
2.2.1. Matriz de la Siguiente Generacio´n. El me´todo de la Siguiente Generacion es un me´todo muy
u´til para determinar el Nu´mero Ba´sico de Reproduccio´n Efectiva <e para los Modelos Comportamentales.
Este me´todo nos permite determinar bajo que´ condiciones el Sistema es Estable o Inestable Localmente.
[5,7,9].
Como la expresio´n (1) es un sistema no lineal de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, en primer lugar
se va a linealizar el sistema. Para lo cual el Jacobiano del Sistema serı´a:
Sea X = (Sh, Ih, Sm, Im)
J(X) =

−wβmIm − µ 0 0 −wβmSh
wβmIm −α− µ 0 wβmSh
0 −βhIm −βhIh − µ 0
0 βhIm βhIh −ε− µ

Mediante el Me´todo de la Matriz de la Siguiente Generacio´n, la matriz Jacobiana se expresara´ de la
siguiente manera: J = T + Σ.
T =

−wβmIm 0 0 −wβmSh
wβmIm 0 0 wβmSh
0 −βhSm −βhIh − µ 0




−µ 0 0 0
0 −α− µ 0 0
0 0 −µ 0
0 0 0 −ε− µ

luego, K = T · Σ−1
K =











Como |K| = 0, no se podra´ analizar mediante NGM con dominio grande, sino se reformulara´ mediante







 R = [ wβmYm 0 0 wβmXh0 βhXm βhYh 0
]







Se buscara´ garantizar que |KS | 6= 0, en caso que, |KS | = 0, no se podrı´a utilizar el Me´todo de la
Matriz de la Siguiente Generacio´n.
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6= (ε+µ)(α+µ)U24βhβmR2 , entonces |KS | 6= 0. (Ver Demostracio´n en [7]).













− wβmIm + βhIh
2µ
Ahora, teniendo el valor de <e, lo analizaremos en el Punto Libre de Infeccio´n E.
<e =
√
w ·RHS ·RMS ·RHI ·RMI
Teorema 2.2 Sea w,RHS , RMS , RHI , RMI > 0. (Ver Demostracio´n en [7]).
Si w · RHS · RMS · RHI · RMI < 1, entonces <e < 1, por ende el Sistema (1) es Estable localmente para el








3. Modelo SI con Dina´mica Vital en E.D.R.. En muchas epidemias no ocurre una infeccio´n insta´nta-
nea, sino el individuo pasa un tiempo para que pueda propagar la enfermedad. Bajo esta consideracio´n, el
Retardo nos permite considerar el tiempo en que se encuentra un individuo en la transicio´n para que sea
considerado infectado y que pueda transmitir la enfermedad, ma´s au´n, al considerar las poblaciones Es-
tructuradas por Sexo nos permitira´ tener una mejor comprensio´n de la dina´mica que sucede mediante la
interaccio´n entre los individuos. Por lo cual, se introducira´ el Retardo en la poblacio´n Infectada femenina,
y en la poblacio´n susceptible masculina cuando haya una interaccio´n entre ambas, teniendo una considera-
cio´n para el Retardo (τ > 0), debido que la Poblacio´n de los Hombres ha ido en una tendencia de aumento
en su vida sexual activa, por lo cual esta consideracio´n nos permite entender que los Hombres tienen mucho
ma´s probabilidad de contraer la enfermedad. Por otra parte, la Poblacio´n de las Mujeres tanto Susceptibles
e Infectadas se considerara´n como ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, no se le aplicara´ ningu´n
Retardo por lo cual se interpretara´ que se mantiene en la misma dina´mica expuesta anteriormente en la
seccio´n 3.1. [2,3,8,9,10,11].
3.1. Modelo Matema´tico. El Modelo Matema´tico considerara´ un coeficiente de Estrategia de Con-
trol, del mismo modo que el Modelo anterior, con el coeficiente de efectividad: w = 1 − $. Donde $ es
representa la Estrategia de Control. [7].
(3.1)

S′h = σhHNS − wβm · Sh · Im − µSh
I ′h = wβm · Sh(t− τ) · Im(t− τ)− (α+ µ)Ih
S′m = σmMNS − βh · Sm · Ih − µSm
I ′m = βh · Sm · Ih − (ε+ µ)Im
Sh(0) = S
h
o (t), Ih(0) = I
h
o (t) : [−τ, 0] −→ [0,∞+〉
Sm(0) = S
m
o (t), Im(0) = I
m
o (t)
σh, σm, w, βh, βm, α, µ, ε > 0
3.2. Estado de Equilibrio del Modelo. Realizaremos el ana´lisis cualitativo para el Modelo Matema´ti-
co SI correspondiente al sistema (2). Por lo cual tendremos que hallar, en primer lugar sus puntos crı´ticos
asociados al sistema. Una consideracio´n bastante importante, es que los puntos crı´ticos del sistema (2) sera´n
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3.2.1. Linelizacio´n del Sistema. Del mismo modo que se hizo en las Ecuaciones Diferenciales Ordi-
narias con respecto al Sistema No Lineal, mediante una linealizacio´n del Sistema. Se realizara´ un ana´lisis
similar con la matriz Jacobiana con respecto a las variables sin Retardo, y una matriz Jacobiana con respecto
a las variables con Retardo. [6,7,8,9].
Por lo cual la Matriz Jacobiana sin Retardo serı´a el siguiente:
J(S, I) =

−βmIm − µ 0 0 −βmSh
0 −(α+ µ) 0 0
0 −βhSm −βhIh − µ 0
0 βhSm βhIh −(ε+ µ)

Por lo cual la Matriz Jacobiana con Retardo serı´a el siguiente:
Jτ (S, I) =

0 0 0 0
βm · w · Im(t− τ) 0 0 βm · w · Sh(t− τ)
0 0 0 0
0 0 0 0

Vemos que el determinante de Jτ es nula, este detalle lo consideraremos ma´s adelante.
Teniendo las matrices Jacobianas, formaremos el polinomio caracterı´stico que tiene la forma:
p(λ) = det(λ · Id− J − Jτ · e−λτ ) = 0








ta cuando en un instante del tiempo ya no hay infectados, solamente hay susceptibles. Analizaremos este
punto de equilibrio para saber como es su comportamiento a trave´s del tiempo.
Sea la consideracio´n: d1 = α+ µ, d2 = ε+ µ.
Luego, el polinomio caracterı´stico para El Punto Libre de Infeccio´n, E˜1
p(λ) = (λ+ µ)
2
(










ası´, se puede deducir
λ1 = −µ < 0
ahora, el siguiente autovalor deberı´a ser negativo o tener parte real negativa para poder concluir que es
estable el punto libre de infeccio´n.
Sean los polinomios,









ası´, el polinomio caracterı´stico tiene la forma
(3.2) p(λ) = p(λ)− q(λ) · e−λτ
Proposicio´n 4.1 Sean p, q polinomios con coeficientes reales. Supongamos lo siguiente:
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1. p(λ) 6= 0, <(λ) > 0
2. |q(iy)| < |p(iy)| , 0 ≤ y <∞+
3. l´ım|λ|−→∞+,<(λ)≥0
∣∣∣ q(λ)p(λ) ∣∣∣ = 0
Entonces, <(λ) < 0 para toda raı´z λ, y r ≥ 0 del polinomio caracterı´stico (3). (Ver [8,10]).
La conclusio´n de la Proposicio´n 4.1 es llamado Estabilidad Absoluta, donde la estabilidad se mantiene
para todo valor del Retardo. [10].
Corolario 4.1 Sea p un polinomio con coeficientes reales, y tiene el coeficiente uno en el te´rmino de
mayor orden. Y tambie´n, sea q = c una constante.
Si todas las raı´ces de p son reales y tienen parte negativa, y |p(0)| > |c|. Entonces, <(λ) < 0, para toda
raı´z λ, y r ≥ 0. (Ver [10]).
Teniendo la consideracio´n de |Jτ | = 0. Analizaremos la estabilidad local del punto Libre de Infeccio´n,
por lo cual ahora utilizaremos los resultados de la Proposicio´n 4.1, en particular el Corolario 4.1, debido a
una consideracio´n que el polinomio q(λ) es una constante. Con este Corolario conseguiremos establecer la
Estabilidad Absoluta. [10].
Tenemos: p(λ) = λ2 + (d1 + d2)λ+ d1d2 y q(λ) = −βhσhHNSβmσmMNSµ2 · e−wτ
La discriminante de p(λ) : (d1 + d2)2 − 4d1d2 = (d1 − d2)2 ≥ 0
Las raı´ces de p(λ) :
λ1 = −d2 < 0 y λ2 = −d1 < 0
Por consiguiente la primera condicio´n esta´ demostrada. Pasaremos a la segunda condicio´n.

























w ·RHS ·RMS ·RHI ·RMI < 1
Teorema 3.1 Sea w,RHS , RMS , RHI , RMI > 0. ( Ver Demostracio´n en [10])
Si w ·RHS ·RMS ·RHI ·RMI < 1, entonces el Sistema (2) posee la Estabilidad Absoluta para el Punto Libre








4. Simulacio´n Computacional. Las Simulaciones computacionales nos permiten visualizar el com-
portamiento que realiza las soluciones, mediante los Me´todos Nume´ricos que nos brinda soluciones aproxi-
madas. Por lo cual realizaremos las simulaciones computacionales de cada sistema de ecuaciones, es decir,
tanto para las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias como las de Retardo. Por lo cual, se utilizara´ los valores
expresados en la Tabla 1 de la seccio´n 3. Donde la gran diferencia lo brindara´ el coeficiente de Retardo, τ .
Este coeficiente mostrara´ que a base de la obtencio´n de datos de las poblaciones epidemiolo´gicas se puede
tener una mejor visio´n de la epidemia y su manera ma´s acertada de intervencio´n para el bienestar de la
sociedad.
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De la Simulacio´n computacional, realizada con MATLAB, se puede analizar el comportamiento de las
soluciones a trave´s del tiempo considerado mediante el me´todo de Runge Kutta de orden 4 para las E.D.O.
y el me´todo de Multipasos para las E.D.R. Epidemiolo´gicamente se puede observar como se desarrolla la
dina´mica de transmisio´n de cada poblacio´n, en especial la poblacio´n infectada tanto de Hombres como de
Mujeres. El sistema en E.D.R. nos permite saber que hay una leve constancia de la poblacio´n Infectada de
Hombres debido que es donde se ha aplicado el retardo, considerando la historia que se tiene. El coeficiente
de retardo representa la cantidad de tiempo que se considerara´ dentro de la Historia que tiene de la poblacio´n
infectada para poder propagar la enfermedad. Estos resultados nume´ricos nos permiten complementar los
resultados ana´liticos presentados mediante los teoremas de estabilidad.
5. Conclusiones. Los Modelos que se han presentado en las Secciones 3 y 4, tanto por las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias como por las Ecuaciones Diferenciales con Retardo, respectivamente nos permiten
realizar la principal observasio´n a considerar que ambos Teoremas enunciados poseen la misma condicio´n,
pero nos brindan diferentes resultados sobre la Estabilidad de cada sistema para el Punto Estacionario de
Libre de Infeccio´n.
Como se conoce sobre la dificultad de los Sistemas No Lineales para poder hallar las soluciones ana´li-
ticas, en lo general, se analiza el comportamiento de las soluciones (ana´lisis cualitativo) y se complementa
con simulaciones computacionales (ana´lisis nume´rico); para poder obtener resultados que permitan inferir
situaciones favorables o en que´ caso desfavorables del problema epidemiolo´gico. [1,5,9,10].
Por lo cual, podemos obtener las siguientes conclusiones.
1. Matema´ticamente, el Sistema (1) mediante las E.D.O. y el Sistema (2) mediante las E.D.R. poseen
la Estabilidad Local y la Estabilidad Absoluta para el Punto Libre de Infeccio´n, respectivamente
mediante el Teorema 3.2 y el Teorema 4.1 presentados y demostrados.
2. Matema´ticamente, el Teorema 3.2 y el Teorema 4.1 comparten la misma condicio´n para garantizar
sus respectivos resultados de Estabilidad.
3. Epidemiolo´gicamente, el Modelo matema´tico que describe la dina´mica de transmisio´n de una
enfermedad infecciosa, de manera particular el VIH/SIDA, llega a estabilizarse en el momento que
la poblacio´n Infectada desciende considerablemente por mientras que la poblacio´n Susceptible se
va manteniendo en una poblacio´n constante, esto describe el Punto Libre de Infeccio´n en el estado
estacionario estudiado.
4. Ambos sistemas nos permite modelar la dina´mica de transmisio´n de una enfermedad infecciosa
(Susceptible-Infectado), bajo las perspectivas que se este´ considerando intervenir dentro de los
margenes de la Salud Pu´blica. Por lo cual el modelamiento en E.D.O. siempre nos permite conocer
el comportamiento cuando el contagio es inmediato, por mientras que el modelamiento E.D.R. nos
permite conocer cuando se considere el periodo latente adecuado.
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